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Avertissement : 

- L'appriciation des copies tient compte de la rigueur, de la 

clarte des raisonnements et de la presentation. 

- En cadre r vos risultats 

- Les 4 exercices doivent etre traitS s sur des feuilles s Spares 





Exercice 1 


Soit n un entier naturel non nul, x un r4el strictement positif et /„ l’application 
d4finie snr 1R+ par : 

/.(«) = | (’ " s) si0< * <n 

l 0 s it>n 

1) a) Montrer 1’existence, pour tout x strictement pogitif de : 


J n(x) = £ f n (t)dt. 

b) n £tant un entier donn6 et k 6tant un entier naturel infilrieur k n , on pose : 
Mk) = jf* u* +fc - 1 (l - tt) n -*du oil X € n;. 

Determiner une relation liant A(k) et A(k - 1). En deduire la valeur de I n (x) en 
l’exprimant en fonction de A(n) qu’il est facile de calculer. 

2) On d4finie sur lR* la fonction Gamma d’Euler par : 


f+OO 

r(s) = jf t x ~ l exp(— t)dt. 


Montrer que : 


pour tout x G IR1 r(x) = lim ( n\n x IT — 

n_++00 ' p=Q X + P, 


3) Montrer que : 


1 «> / x \ 

= x expfrx) n (1 + -J exp (-x/n). 

oil 7 est la constante d’Euler : 7 = lim fl + InnV 

n— >-f-oo y ti J 

4) Montrer que la fonction Gamma d’Euler possfcde un prolongement holomorDhe 
dans <D\2Z~. f 


Exercice 2 


Soit p et q deux entiers positifs. 
1) Montrer que : 


x p S = / 


(- 1 Y 
0 


(q-p)l 


gb-p) 


si p <q 
si p> q 


oil JW est la d4riv4e fi me de la distribution de Dirac. 
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2) En deduire la formula : 


f& ] = x;(-i)'cy/W(oi)iC*^} | 

p=0 

ou / est une fonctiou analytique i roiigine. 

3} Calculer : 

(sin %)& et (eosi)J' 

4) Soit n et m deux autres entiers poeitifs. Cakubr 




Exercice 3 


Soit ( E } <.;.>) un espace de Hilbert rdel de dimension finie. Soient Cu , . . C# 

N 

(A' entier > 2) des parties eonvexes ferrules de E telle* que : C = f] C* est non vide. 
Le problems consists & constmire une suite de points de E dont la Iimite apperti&nt 

^ Cp 

Soit lij € E arbitraire ; supposons construits «i, . . . , 11 * ; on determine ainsi : 
Vi £ {1, 2, . . . , N} on consid&re < la projection de u a sur C ; que Pen note P c .(u n ), et 
on pose : 

1 N 

^+ L “ JJ £ “n- 
JV t=t 

1) Dlmontrer que : Vn e TN, Vi e {1 t 2, . . , , JV}, Vc E Ci r 

(d(u nf Ci)) 2 < J|c- t^H 2 - ||uj, - c|| 3 , 

<f(u*,C,-) dlnote la distance de u* h C*. 

2) Dlmontrer que pour tout n € IN : 

Vv£E : lk +1 -*||»<if;K-„||>. 

JV ¥=JL 

3) Dlmontrer qu’on a : 

VnelN, VceC : if;(<ik,C7,.)) 3 <||«._c|| 1 -|]ti„* 1 -c|| J . 

iV i=l 

4 } Demontrer que pour tout c E C la suite (flu* — cjj) est convergente dans H L 
Deduisea-en que : Vi € {1 } . . A}, d(u», Q) = 0, 

oj Demontrer que de 3a suite (u*) on peut extraire une sous-suite convcrgente vers 
un u 6 E. 

6) Demontrer que si linings = u et limber Un ” ti, aiors on a it = u ($ et T 
d&ignent deux partie infinies d& IN}. 

Dcduisez des r&ultats ci-dessua que (u n ) est convergent dans E et que sa Iimite 
est une solution du problems posl (re. la Iimite est un element de G). 
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Exercice 4 


Soient X 15 ...,X n des variables al6atoires reelles ind4pendantes et de meme loi, 
d’esp6rance \i de variance a 2 finie. On pose X = —Y*Xi, E 2 = — YYXj - a) 2 et 

n i=i n i^i 

n i= 1 

1) On suppose que la loi des Xi est gaussienne, c’est-&-dire Xj ~ N(/j,, a 2 ) pour 
i — 1, . . . n, 

S 2 

a) Quelle est la loi de n— ? 

_ cr 2 % ■ * ~ 

b) Montrer. que X et S 2 sont ind4pendantes. 

5 2 t . .. 

c) Montrer que n—^ suit une loi du x 2 (w — 1) ; on pourra supposer d’abord /i = 0, 

puis j u quelconque. j * 

2) On ne suppose plus connue la loi des X{, mais on suppose que X et S 2 sont 
ind4pendantes. On note <f> la fonction caract4ristique des X t 

a) Soit n = 0. Calculer l’esp4rance de nS 2 (que l’on note E(nS 2 )) en fonction de 
a 2 et montrer que pour tout r4el t, E ( nS 2 exp(ifnX)) = (n - l)crV n (t). En d4duire 
que 0 est solution de : 



^( 0 ) = 1 , ^( 0 ) = 0 . 


En d4duire alors que X t ~ N( 0, a 2 ) pour i = 0, . . . , n. 

b) Montrer que l’on peut se passer de rhypoth&se ji = 0. 



